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Introduction

Le mathématicien, comme tout étre humain, il est affronté & des problémes diffi-
ciles a résoudre dans son travail. Parmi les problémes les plus importants et les plus
actifs qui sont rencontrés par de nombreux mathématiciens est "comment résoudre des
équations diophantiennes". Une équation diophantienne, en mathématique, est une
équation polynomiale a une ou plusieurs inconnues dont les solutions sont cherchées
parmi les nombres entiers, éventuellement rationnels, les coefficients étant eux-mémes
également entiers. Ce type d’équation doit son nom a Diophante d’Alexandrie, ma-
thématicien grec du I11¢"¢ siécle B.C, auteur des Arithmétiques, traitant de questions
de cette nature.

Résoudre une telle équation signifie d’abord décider si elle a ou non des solutions,
quand elle en a il faut ensuite dire si leur ensemble est fini ou non, et pour la résoudre
compleétement il faut enfin déterminer toutes les solutions.

Si 'expression du probléme posé est parfois simple, les méthodes de résolution
peuvent devenir complexes. Carl Friedrich Gauss, au XIX®"¢ siécle, écrivait de la
théorie des nombres que « son charme particulier vient de la simplicité des énoncés
jointe & la difficulté des preuves. »

Certaines équations diophantiennes ont demandé pour leur résolution les efforts
conjugués de nombreux mathématiciens sur plusieurs siécles. Gauss se plaignait «
des efforts démesurés que lui a cotité la détermination d’un signe d’un radical dans
la théorie des nombres; bien d’autres choses ne ’ont pas retenu autant de jours que
cette question I’a retenu d’années. » Le dernier théoréme de Fermat est un exemple
archétypal ; il est conjecturé par Pierre de Fermat et démontré en 1994 par Andrew
Wiles, aprés 357 ans d’efforts de la part de nombreux mathématiciens. Et parmi

les méthodes necessaires de résolutions de ces équations est les anneaux avec leur

applications . Pour cette importance, j’ intéressé & mon mémoire pour étudier certaines



de ces équations et son résolutions par utilisé la théorie des anneaux.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre consiste en un rappel des notions élémentaires de grande
importance pour la théorie des anneaux utilisées par la suite : anneau, sous-anneau,
corps, idéal, pged, ppem, élément irréductible, et notion de la divisibilité dans un
anneau...etc.

Dans le second chapitre, on fait une étude sur anneaux particuliers ; anneau pri-
cipal, euclidien et anneau factoriel, ainsi que certaines de leurs propriétés .

Dans le troisiéme chapitre, on s’intérésse au résolution de quelques équations dio-

phantiennes.



Chapitre 1

Notions élémentaires

Dans ce chapitre on présente des notions élémentaires pour la théorie des anneaux.

1.1 Notions générales sur les anneaux

Cette section présente des notions fondamentales concernant les anneaux, avec des

exemples et quelques propriétés importantes.

1.1.1 Quelques définitions

Définition 1.1 (Anneau)
Un anneau (A, +,-) est un ensemble non vide A muni de deux opérations (lois)

binaires notées respectivement "+" et "-" telles que :
1. (A, +) soit un groupe commutatif;
2. la loi "-" est associative, c’est-a-dire Ya,b,c € Aona:a-(b-c)=(a-b)-c;

3. laloi "-" est distributive par rapport a la loi "+", c’est-a-dire
Va,b,c€ A, a-(b+c)=a-b+a-c

Remarques 1.1
e Side plus la loi "-" est commutative, c’est-a-dire Va,b € A, a-b=0b-a

on dit que I'anneau A est commutatif.



e [’élément neutre pour "+" est appelé zéro de A et noté 0.

e Silaloi "-" posséde un élément neutre, il est noté 1 et 'anneau A est dit unitaire.
Exemples 1.1
1. (Z,+, x) est un anneau commutatif et unitaire.
I en est de méme pour (Q, +, x), (R, +, x) et (C, +, x).
2. (M,(R),+, ), est un anneau non commutatif pour ’addition et la multiplication
des matrices.

3. (Q(+2), +,-) est un anneau commutatif avec Q(v/2) = {a+bv2 € R |a,b € Q}

pour I’addition et la multiplication induites de celles de (R, +, x).

Définition 1.2 (Diviseurs du zéro)
Soit A un anneau. Un élément a # 0 de A est dit diviseur de zéro s’il existe un

élément b # 0 de A tel que a.b =0 ou b.a = 0.

Exemples 1.2

1. Pour Z/6Z, les éléments 2 et 3 sont des diviseures de zéro.
2 2 4

2. Dans 'anneau M;(R) ’élément et sont des diviseurs de
0 0 -1 2

Z€ro.

Définition 1.3 (Anneau intégre)

Un anneau A est intégre s’il ne posséde pas de diviseur de zéro,
c’est-a-dire pour a,b € A, a.b=0=a=0o0ub=0.
Ou bien d’une facon équivalente pour a,b € A; a #0et b# 0= a.b # 0.

Exemples 1.3
1. Z, Q, R, et C sont des anneaux intégres.

2. 7Z/6Z n’est pas intégre.

01
3. M, (R) n’est pas intégre, (par exemple =0).
00



Définition 1.4 (Elément unité)

Un élément a € A est appelé inversible ou élément unité s’il existe un élément b

de A tel que a.b =1 et b.a = 1. L’élément b est dit I'inverse de a et noté a~!.

Exemples 1.4

1. Pour 'anneau Z, les éléments inversibles (unités) sont 1 et —1.

De fagon général dans tout anneau unitaire 1 et —1 sont des éléments unités.

2. Pour R, tout réel non nul est inversible.

Proposition 1.1
Soient A un anneau unitaire et U(A) l'ensemble des unités de A. Alors (U(A),-)

est un groupe appelé groupe des unités de A.

Démonstration
OnaU(A)C A
e Laloi "-" est intérne dans U(A)
a-r=1letxr-a=1

Soit a,b € U(A). Alors, 3 x,y € A tels que
b-y=1lety-b=1

Ona (ab) - (zy) =1 et (zy) - (ab) = 1 et comme xy € A ona (ab) € U(A)

e La loi "-" est associative dans A, a fortiori dans U(A);

o 1 € U(A) I’élément neutre;

eSiacU(A),JzeA telquea-r=1letz-a=1 Alorsa™ =z € U(A).
Donc (U(A),-) est un groupe. B

1.1.2 Corps

Définition 1.5

Un anneau (A, +, ) commutatif et unitaire, est appelé un corps si, (A|{0},-) est
un groupe.

C’est-a-dire tout élément non nule est inversible.



Exemples 1.5
1. (Q,+, x), (R, 4, %), (C,+, x) sont des corps commutatifs.

2. Si p est premier, Z/pZ est un corps.

3. Les quaternions H = {a + bi + ¢j + dk ;a,b,c,d € R} avec I'addition et la
multiplication tels que 1> = j2 = k* = —1 et ij = —ji = k est un corps non

commutatif.

Remarques 1.2
e Tout corps est un anneau integre.
e Sik est un corps, alors U(k) =k — {0} = k*.
e Soit n > 1, Z/nZ est un corps < Z/nZ est un anneau intégre

< n est un premier

1.1.3 Anneau des polynétmes

Soit A un anneau, X une indéterminée (symbole).

Définition 1.6

Un polynome d’indéterminée X et a cofficients dans A est une somme formelle

ao+ a1 X + as X2+ as X3+ ..+ a, X"+ ...,

avec Vi >0, a; € Aet a; =0 pour i > iy (certaine indice g ).

Définition 1.7

L’ensemble de tous les polynémes d’indéterminée X et a cofficients dans A est
noté A[X].

Soit p(X) € A[X], avec a; = 0 pour i > n, p(X) = ag+ a1 X + ax X*+ . . .+ a, X"

Définition 1.8
Si a, # 0, on dit que p(X) est de degré n, et on écrit :
deg(p) = d°p = n.

Siag=a;=...=a, =0, p(X) est le polynome nul.



Anneau A[X]
Sur A[X] on définit deux lois intérnes :
e addition (1¢loi)
f(X)=ao+ a1 X +ax X%+ .. ... + a, X"
g(X)=by+ b X + b X%+ ... .. + b, X*
(f +9)(X) = (ag + by) + (a1 + b1) X + (ag + ba) X?+ . . .
e multiplication(2°"“loi)
(f-9)X)=cp+aX +cX+..... + ap X" | tels que
co = agbo , 1 = apby + aibo ,

Cy = &Obg + Glbl -+ ClQbQ, ..y Cp = aobk -+ albk,1 + azbk,Q—F ..ot @kb[)

Théoréme 1.1

L’ensemble A[X| muni des lois précédentes est un anneau.

Remarques 1.3

e Si A est commutatif, alors A[X] est commutatif.

e Si A est unitaire d’élément unité 1, alors A[X] est unitaire d’élément unité

1=14+0X+0X2+ ..

Si A est integre, alors A[X] est integre.

Définition 1.9 (Anneau de Gauss)

L’ensemble Z[i| = {z + iy; x,y € Z et i* = —1} C C, avec P'addition et la
multiplication induites de celle de (C, +, x) est un anneau appelé anneau des entiers
de Gauss.

Les éléments unités de Z[i] sont {1, —1,4, —i }.
Caractéristique d’un anneau

Définition 1.10
Soit A un anneau commutatif et unitaire. On dit que A est de caractéristique n

et on écrit Car(A) =nsin-xz =04, Vr € A et n est le plus petit entier naturel non



nul qui vérifié cette propriété. En résumant la caractéristique d’un anneau intégre est

soit zéro ou soit un entier premier.

Exemples 1.6
1. A=7Z;Car(Z) =0= Car(Q) = Car(R) = Car(C).

Dédinition 1.11 (Sous-Anneau)
Soient (A, +,-) un anneau et S une partie non vide de A. On dit que S est un

sous-anneau de A si (S, +, ) est lui méme un anneau avec les opérations de A.

Exemples 1.7
1. (2Z,+, x) est un sous-anneau de (Z, +, X).
2. (Z,+, x) est un sous-anneau de (Q, +, x).
3. On a une chaine de sous-anneaux classiques : Z C Q C R C C.
4. Z[il ={n+mi;mn € Zeti?=—1} et Qi) = {p+qj; p,g€ Qet j2=—1}

avec I’addition et la multiplication naturelles sont des sous-anneaux de C.

Proposition 1.2

Soient A un anneau et S C A. On dit que S est un sous-anneau de A si, et
seulement si :

eVr,yesS, (S,+),xr—yes;

eVr,ye S, x-yes.

Remarque 1.4
Soit A un anneau unitaire. On appele sous-anneau unitaire de A tout sous-anneau

de A qui contient 1 4.

1.2 Idéaux et leur opérations

Dans cette section on étudie une partie trés importante d’un anneau : idéaux, avec

quelques opérations définies sur eux.



1.2.1 Idéaux

Définition 1.12 (Idéal)
Soit A un anneau commutatif et unitaire. Un idéal (bilatére) d’un anneau A est

une partie I non vide de A telle que :
1. Ve,yel,ona x—y€l;

2. Vae AVrel, a-xeletx-acl.

Exemples 1.8
1. A =7, nZ est un idéal de Z.
Les idéaux de (Z, 4+, x) sont de la forme nZ, n > 0.

2. Soit A un anneau, {0} et A sont des idéaux de A.

Remarques 1.5
e Tout idéal I de A est un sous-anneau de A, mais la réciproque est fausse en
général.

e Si A est un corps, les seuls idéaux de A sont {0} et A.

Définition 1.13 (Idéal premier)
Un idéal I de A est dit premier, si :

1. I #£ A,

2. sizyel,alorsxelouyel.

Exemple 1.9
A =7, 1 = pZ, p est premier

o PL+#U;
e supposons que xy € pZ donc plry = ( p|z ou ply) = (x € pZ ou y € pZ)

donc pZ, p premier, est un idéal premier de Z.



Définition 1.14 (Idéal mazimal)

Un idéal I de A est maximal si :
1. I #A;
2. Si Jestunidéal de Aet [ C J, alors J =1 ou J = A.

Exemples 1.10
1. A=7, 1 = pZ; p est premier. On a pZ # 7,

soit J = aZ un idéal de Z tel que pZ C aZ, alors a|p = (a =1 ou a = p) =
(J=Zou J=1=pZ). Donc pZ est un idéal maximal de Z.

2. A=7, 1 =6Z, 6Z n’est pas un idéal maximal car 6Z C 2Z.

Définition 1.15 (Idéal principal)
Un idéal est dit principal lorsqu’il est engendré par un seul élément a de A; il est

de la forme {ax; v € A} et noté aA ou (a).

Proposition 1.3
l.1e] <= I=A.
2. Soit x € U(A),

ze€] «— JI=A

Démonstration
1. (=) Supponsons que 1 € I. Comme I C A, il suffit de montrer que A C I.

Soitz € Aetlcl et commel estunidéalde Aalors z-1=1-2=x¢ 1
Donc AC .

L’implication (<= ) est evidente. W
2. Soit z € U (A)

(=)SizelavecxcU(A),alorsdyec Atelque z-y=y-z=1
Il resulte que 1 € I, donc I = A.

L’implication (<« ) est evidente. B

10



1.2.2 Opérations sur les idéaux

Soit A un anneau commutatif unitaire.

- Somme d’idéaux : Soient I et J deux idéaux de A. La somme de I et J
est 'idéal I+ J={i+j;icletje J}
De méme [y + I + ... + I, = {iy +ig + ...ip; ip € Iy , k= 1,n } est un idéal de

Panneau A.

Remarque 1.6
nZ + m# = dZ, d = pged(n, m) par exemple : 5Z + 247 = Z, pgcd(5,24) = 1.

Définition 1.16

1. Deux idéaux I et J de A sont étrangers si [ + J = A.

2. Les idéaux Iy, I, ..., I,, sont étrangers deux-a-deux si Vi # j, I; + J; = A.

- Intersection d’'idéaux : 1nJ ={x € A;z € I et z € J} est un idéal
de anneau A.
De fagon général si (I,)aca est une famille d’idéaux de A, alors Nyepl, est un
ideal de A. |

- Produit d’idéaux : 1-J = {%aibi :n €N* a; € Ietb €J}estun
ideal de A. -

1.2.3 Anneau quotient

Définition 1.17 (Anneau quotient)
Soient A un anneau commutatif et unitaire et I un idéal de A. Pour a € A, on

définit la partie; a + I = {a+ z; x € I} appelée la classe de a modulo I'idéal I.

Définition 1.18
On définit sur A la relation binaire suivante :
aRbesa—-bel
R est une relation d’équivalence sur A.

la réflexivité : a R a,cara—a =0 € [.

11



la symétrie:a Rb=a—-bels —(a—b)elsb—acl<bRa.

la transitivité :

(aRbetbRc)e (a—beletb—cel)=(a—b)+(b—c)el=a—celce

qui implique a R c.

Soit a € A

a={beA;bRa}={bcA;b—acl}

={beA;b—a=a,x€l}
={beA;b=a+zx,zel}
={a+z;zel }=a+1

Notation
Al =A/R={a;acA}={a+1,ac A}
Sur A/I on définit les deux lois intérnes :
-(a+I)+(b+1)=a+b+1.
-(a+I)-(b+1)=0a-b+1.

Cest-a-direa+b=a+beta-b=a-b.

Théoréme 1.2

L’ensemble A/I pour les lois intérnes définies ci-dessus est un anneau appelée

I’anneau quotient de A sur I.

Proposition 1.4

Soient A un anneaw et I un idéal de A. On a :

1. L’anneau A/I est intégre < L’idéal I est premier.

2. L’anneau A/I est un corps < L’idéal I est maximal.

Corollaire 1.1

Tout idéal maximal est un idéal premier.

12



1.3 Divisibilité

Cette section précise quelques définitions et proprietés de la divisibilité dans un

anneau integre.

Définition 1.19
Soit a,b € A. On dit que a divise b, et on écrit alb, s’il existe ¢ € A tel que;

b=a-c.

Exemples 1.11
1. A=17, —2|10.
2. A=Qz], z + 1|2 — 1.
3. A=17/7Z, 3]5.

4. A=1Z[i), 2+0)|(T +1).

Définition 1.20

On dit que deux éléments a et b de A sont associés, et on écrit a ~ b, si a|b et b|a.

Exemples 1.12

1. A=7, 2 et —2 sont associés.

2. A =R, chaque deux éléments non nuls sont associés.

Proposition 1.5

Soit A un anneau commutatif et unitaire.
1. alb < (b) C (a)
2. avbe(a)=(b)

3. si A est intégre, a ~ b Juec U(A); b= au.

13



Démonstration
l.ab&eJre Atelqueb=a- .
(=) Soitye (b),y=b-2,z€ A. Alorsy=a-x -z, donc y € (a).
(<) Supposons que (b) C (a)
onab=>b-1€ (b)=10b€ (a),alors 3z € A tel que b=a-x. Donc alb. R
2. avb<albetbla
< (b) C (a) et (a) C (b)
< (a)=(b). N
3. A est intégre
(=) Sia=0etbwa,alorsb=0,etona, 0=0-uYuec U(A).

Supposons b # 0, (a #0),a~b< (albet bja)= (b=a-x,x € Aeta=b-y,
yeA),doncb=0b-y-x = (y-z—1)b=0 et comme A integre,onay -z =1
ce qui implique x € U(A) et y € U(A). Donc b=a -z, x € U(A)

(<) s'il existe u € U(A) tel que b=a-u = alb (%)

D’autre part on a b-u~! = a = bla. (%)

De (%) et (%) a ~b. A

1.3.1 pgcd et ppcm

Définition 1.21 (pged)
Soient a et b deux éléments de A. Un plus grand commun diviseur de a et b est

un élément d de A tel que :
1. dla et d|b;
2. si ¢ € A avec cla et c|b, alors c|d.

Et on écrit d = pgced (a,b) = (a,b) = a A b.

14



Exemples 1.13
1. A=7Z,a=15et b=20;
5 est un pged de 15 et 20, et —5 est un autre pged de 15 et 20.
2. A=Qz],a=f(z)=2*-2x+1letb=g(z) =2 -1
x — 1 est un pged de f(z) et g(z).

Remarque 1.7
d est un pged de a et b si, et seulement si, (a) + (b) = (d).

Proposition 1.6

Si dy et dy sont deux pged de a et b, alors dyet dy sont associés.

Démonstration

done dy et ds sont associés. B

Définition 1.22
On dit que ay, as, ..., a,;n > 2 sont premiers entre eux ou étrangers si pged(ay, ag, ..., a,)

est un élément inversible, ce qui revient & dire que leur pged est égal 1.

Définition 1.23 (ppcm)
Soient a et b deux éléments de A. Un plus petit commun multiple de a et b est un

élément m de A tel que :

1. a|m et bm;

2. si c € A avec alc et b|c, alors m|c.
On écrit m = ppcm (a, b).

Exemple 1.14
A=Z,a=3et b=7T; 21 est un ppcm de 3 et 7.

15



1.3.2 Elément irréductible

Définition 1.24
Un élément p € A est dit irréductible si :

L. p#0etpg U(A);
2. sip=a-baveca,be A alorsa € U(A) oube U(A).

Exemples 1.15

1. A =7, les éléments irréductibles de Z sont les éléments +p avec p premier.
Car, ona
-p#0etp¢U(Z)={-1,1}, car p premier, p > 2.
-Sip=a-byalorsalp=a=1oua=p
-sia=1, donc a € U(Z).
sia=p=b=1¢cU(Z).
Donc p est irréductible dans Z.
2. A=R[z], f(z) = 22 + 1, f(z) est irréductible dans R[z].

3. A=Clz], f(z) =2+ 1= (z +1)(x — i), f(x) est réductible dans C[z].

Proposition 1.7
Soit A un anneau commutatif, unitaire et intégre. P € A est irréductible dans A

si, et seulement si :

l.p#0et pg U(A);

2. si alp alors a € U(A) ou a est associé a p.

Démonstration
p est irréductible dans A, alors 1 est vérifié.
apEp=a-b;be A
s acU(A)oubeU(A)
sacU(A)oua-p N

16



Proposition 1.8

Soit A un anneau commutatif, unitaire et intégre, p # 0 un élément de A.

1. (p) est premier = p est irréductible.

2. (p) est mazimal = p est irréductible.

Démonstration
1. (p) est premier et par 'hypotheése p # 0, p ¢ U(A) car sinon (p) = A ceci

contredi (p) est premier.

Supposons p=a-bet a, b € A.

pe(p)=a-be(p)=ac(p)oube(p).

-Sia€(p),a=p-d,d €A alorsp=p-a -bcequiimplique p(a’-b—1)=0
et comme A est intégre, on a @’ - b = 1. Donc on a bien b € U(A).

- Sib € (p), de la méme fagon on trouve a € U(A).

Donc p est irréductible.

2. (p) est maximal = (p) est premier = p est irréductible. B

1.3.3 Homomorphisme d’anneaux

Soient A et B deux anneaux.
Définition 1.25

Un homomorphisme d’anneaux est une application f : A — B telle que :

1. Ve,y € A, flx+y) = f(x)+ fly);
2. Vo,y e A, f(x-y) = f(x)- f(y).

Proposition 1.9

Soit f: A — B un homomorphisme d’anneau.

1. Si S un sous-anneau d’un anneau A, alors f(S) est un sous-anneau de B.

2. Ker(f)={x € A; f(x) =0} est un idéal de A appelé le noyou de f.

17



Démonstration
1. Soient z = f(s) € f(S5) et y = f(t) € f(95).
o z—y=f(s)—ft)=f(s—t)ets—teS.
« woy=f(s)- f(t)=f(s-)ets-teS.
Donc f(S) est un sous-anneau de B. B
2. Soient x,y € Ker(f) et a € A.
e f(z—y) = f(z)~ f(y) = Op — O = Op, alors = — y € Ker(f).
o f(ax) = f(a)- f(x) = f(a)-0p = Op, alors ax € Ker(f).
o f(za) = f(z)- f(a) =05 - f(a) = 0p, alors za € Ker(f).

Donc Ker(f) est un idéal de A. B
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Chapitre 2

Anneaux particuliers

Dans ce chapitre, on étudie quelques notions attachées aux anneaux intégres et

commutatifs.

2.1 Anneau principal

Définition 2.1
Un anneau A commutatif et unitaire est un anneau principal si, A est intégre et

si tout idéal de A est principal.

Exemples 2.1

1. Z est un anneau principal, car Z est intégre et tout idéal de Z est de la forme :
nZ = (n), n > 0.

2. Si k est un corps commutatif, I’anneau k[X] est principal.

Proposition 2.1

Soit A un anneau principal, pour tout a et b dans A, un pgcd de a et b existe.
Démonstration

Soit (a,b) € A%, (a)+ (b) est un idéal de A et comme A est principal alors, il existe
d € A tel que (a) + (b) = (d). Donc d est un pged (a,b). B

Proposition 2.2

Soit A un anneau principal, on a :
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(p) est premier < (p) est mazimal < p est irréductible.

Démonstration

On a dans n’importe quel anneau intégre,

(p)est maximal = p est irréductible.
(p)est premier = p est irréductible.

(p)est maximal = (p)est premier.

Alors il suffit de montre que : p est irréductible = (p) est maximal.

p est irréductible= p ¢ U(A) = (p) # A.
- Soit I un idéal de A tel que (p) C I.

A est principal = 3 a € A tel que I = (a).
(p) C (a), c’est-a~dire alp = a € U(A) ou a «~ p

csia€U(A)= (a)=1=A
csiawp=(a)=1=(p)

alors on a bien (p) est maximal.
Donc (p) est maximal < p est irréductible.
Ce qui implique p est irréductible = (p) est premier.

Alors p est irréductible < (p) est premier. Bl

Proposition 2.3

Soit A un anneau principal, p est irréductible dans A. Si plab = pla ou pl|b.

Démonstration

Supposons que p ne divise pas a, soit A = pgcd (a, p), alors A|p, par suite A € U(A)
ou A« p.

SiAwp=A=p-etel que e € U(A), donc on a aussi p est un pgcd(a,p), ce qui
implique que p|a contradiction.

Donc A € U(A), alors a et p sont étrangers. D’aprés le théoréme de Bézout il
existe x,y € A; ax + py = 1 ce qui implique abzx + pby = b. Donc on a bien p|b. B

En général, si p est irréductible plajas....a,, = 3 ig = 1,n tel que pla,,.

20



2.2 Anneau euclidien

La difficulté de définir une division sur un anneau est que I’anneau considéré n’est
pas nécessairement un ensemble ordonné. C’est pour cela qu’il nous faut recourir a
une fonction qui nous permettra de plonger les éléments de notre anneau dans N qui

est ordonné.

Définition 2.2 (Dévision euclidienne)
Soit (A, +,-) un anneau. On dit que A est muni d’une division euclidienne s'il
existe une application ¢
¢ A[{0} — N, telle que :
1. Ya,b € A*, p(a) < p(ab).
2. Pour (a,b) € Ax A*, il existe (q,r) € A? tels que :
a=0bq+r,avecr =0ou (r #0 et p(r) < ¢(b)).
(q est le quotient de la division euclidienne de a par b et r est le reste).

On dit parfois que ’application ¢ est un stathme euclidien.

Définition 2.3
On dit qu’un anneau A est euclidien s’il est intégre et posséde une division eucli-

dienne (stathme euclidien ).

Exemples 2.2
1. A=7Z,¢:Z|{0} — N
r— () = ||

Z est un anneau euclidien.

2. k corps, A =k|z], ¢ : (k[z])|{0} — N
g(x) — deg(g)

k[z] est un anneau euclidien.

3. ZJ[i] avec le stathme ¢ tel que ¢ : Z[i] — N,
a-+ib— a® +b?

est un anneau euclidien.
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Théoréme 2.1

Tout anneau euclidien est un anneau principal.

Démonstration

Soit I un idéal de A.

e Si I = {0}, alors I = (0).

e Supposons que [ # {0}

soit xg € I, xg # 0 tel que p(zg) = Minger(p(z)) ol ¢ est le stathme de A (%)
Montrons que (z9) = I.

"C" xg € I,ona (xg) ={x9-a,ac A}

Comme z( € I, alors = ¢ - a € I pour tout a € A = (o) C I.

"DO" Soit x € I;x#0

A est euclidien = Jq,r € A tels que z = xoq + 1, avec 7 = 0 ou ¢(r) < ¢(xo).
Supposons que ¢(r) < p(zg),onar =x —x9q. © € I, xg € I et ¢ € A, alors
r e I, le fait r € I et p(r) < p(zo) contredi la définition de zy(selon(x)). On a

nécessairement r = 0, alors x = x¢q € (29) = I C (z¢). Donc I = (z). B

Théoréme 2.2 (Algorithme d’Euclide).

Soit a,b deuxr éléments d’un anneau euclidien A avec b non nul.
On écrit des divisions euclidiennes successives,

a=0bq +ry; tel que (1) < p(b)

b=r1g2 +12; tel que p(r2) < @(11)

1= Taq3 + 13 tel que p(r3) < @(T2)

Th—o = Tr_1qx + 7 tel que ©(1x) < @(TK-1)

Th—1 = TrQr+1 + 0.

Si 1 =0, alors b= pgcd(a,b); sinon r, = pgcd(a, b).
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Exemples 2.3
1. On calcule le pgcd(713,253)
713 =2 x 253 + 207 , a =713, b= 253, 1, = 207
203 =1x207T+46 , 7y =46
07 =4x46+23  ,ry=23
46 =2x23+0 , g =0
Le dernier reste non nul est le pged. Alors pged(713,253) = 23.
2. On détérmine d le plus grand commun diviseur de f(z) = 22*+2, g(z) = 25+ 2
dans Zs|x] et on trouve s(z), t(x) € Zs|x| tels que :
d = s(z)(2x* + 2) + t(z)(2° + 2).

Par la division successive, on trouve :

2° +2 = (22)(22* +2) + (22 + 2) (1)
20t +2=(*+ 222+ +2)(2x +2) + 1 (2)
204+2=22+2)x1+0 (3)

Alors pged(f(x),g(x)) = 1.
De I’équation (2) on a
1= (22" +2) — (23 + 222 + 2+ 2)(2x + 2)
= (22" +2) — (23 + 222 + v+ 2)(z° + 2 — (22)(22* + 2))
de I’équation (1)
1= 2z + 2%+ 222 + o+ 1)(22* + 2) + (22° + 2% + 22 + 1)(2° + 2).
Donc,

s(r) =20+ 23+ 202 + o+ et t(z) =223 + 22 + 20 + 1.

2.3 Anneau factoriel

Il y a une importance dans certains anneaux de pouvoir décomposer (de fagon
essentiellement unique) un élément en produit d’irréductibles. Les anneaux factoriels

sont les anneaux integres possédant cette propriété.

Définition 2.4
Un anneau intégre A est dit factoriel (de factorisation unique) si les deux condi-

tions suivantes sont vérifiées :
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1. Pour tout z € A, x # 0, x ¢ U(A), = s’écrit sous la forme :
T = p1ip2...pk, k > 1, avec p; irréductible dans A.

2. Siz = qq2...qs , s > 1, avec ¢; irréductible dans A, est une autre écriture de

€ A|(UA)U{0}) alors k =set Vi=1,k, 3 j =1,k tel que p; ~ g;.

Exemples 2.4

1. Z est un anneau factoriel.

2. 7Z[iv/5] n’est pas factoriel, car par exemple : 9 = 3 x 3 = (2 +1iv/5)(2 — i/5) et
3 2+iV5 et 322 —iVb.

Théoréme 2.3

Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration

A est un anneau intégre car A est principal, dans ’anneau principal A tout élément
x # 0, non inversible est produit fini d’éléments irréductibles. S’il n’en était pas
ainsi, alors © = aiby, a; ¢ U(A) et by ¢ U(A), on a a1]r = () & (a1), I'un
des facteurs au moins, a; n’étant pas produit fini d’éléments irréductibles. On a
pour a; une décomposition analogue a; = agby avec ay ¢ U(A) et by ¢ U(A) on
a asla; = (a1) & (ag) ou l'un des facteurs, par exemple as, n’est pas produit fini
d’éléments irréductibles. La suite d’éléments aq, ao, ... ainsi mise en évidence, engendre
une suite infinie croissante d’idéaux principaux, avec z = (ag)

(a0) & (a1) & (a2) & -

Soit I = (J(a;), I est un idéal de A alors il existe a € A tel que I = (a), on a

a €1, 3y >0 aveca € (a;).
(a;,) C I = (a) C (a), donc I = (aj;,).
De ce fait on voit que (a;,) = (a;,+1) qui contredi la construction de la suite (a;);>o
car (a,) S (a.,)-

Supposons que x admétte deux factorisations : x = pi...p, = ¢i1...qs en éléments
irréductibles. Alors p; divise le produit ¢;...qs, ¢’est-a-dire que ¢;...qs € p1A. Puisque
p1A est un idéal premier, il existe ¢; € p; A, donc, puisque g; est irréductible, ¢; = u;p,

avec u; élément inversible.
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Nous pouvons écrire aprés simplification ps...p, = u;q1...G;...qs (§; signifie que le
facteur ¢; est omis). Ce qui implique que Vi = 2,...,r on a p; -~ ¢; par récurrence sur
T,

Alors r = s et Vi=1,r, 3j = 1, s tel que p; - g;.

Donc A est un anneau factoriel. B

Proposition 2.4

Soit A un anneau factoriel, p est irréductible dans A. Si plab alors pla ou p|b.

Démonstration
Soient a,b,c € A et p-c = a-b. Supposons que a # 0,b # 0 et ¢ # 0 non inversibles.
P - CiC2...Cp, = A10G2...00b1bs...bs tel que ¢;, a;, b, sont irréductibles dans A, alors

P aj, ou p by, = pla ou plb.

Proposition 2.5
Si A est un anneau factoriel et a € A, alors :

(a) est un idéal premier < a est irréductible.

Démonstration
(=) Il est clair.
(<) Soit a irréductible, c’est-a-dire a # 0 et a ¢ U(A), alors (a) # A (%)

soit xy € (a) = alry = a|x ou aly ceci implique x € (a) ouy € (a) (%)

de (%) et (xx) 'idéal (a) est un idéal premier. B
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Chapitre 3
Quelques équations diophantiennes

Une des parties les plus passionnantes de la théorie des nombres est les équa-
tions diophantiennes. Dans ce chapitre on étudie quelques équations ou des systémes
d’équations diophantiennes, c’est-a-dire d’équations a coefficients et ensemble de so-

lutions contenus dans Z ou Q.

Définition 3.1

Une équation diophantienne est une équation polynémiale

p(z1, 9., ) =0

a coefficients entiers dont on cherche les solutions entiéres, c¢’est-a-dire dans Z" ou

dans Q™.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Bézout)
Soient a,b € N, non tous deuxr nuls et d € N. Les propositions suivantes sont

équivalentes :

1. d est le pged de a et b ;

2. 1l existe u,v € Z tels que d = au + bv.

En particuler, a et b sont premiers entre eur (pgcd(a,b) =1) si, et seulement s,

il existe u,v € Z ; au+ bv = 1.
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Théoréme 3.2 (Théoréme de Gauss)
Soient a,b et c trois enties relatifs tels que a divise bc et a est premier avec b,

alors a divise c.

Démonstration
Si albc = 3 d tel que bec = ad et comme (a,b) =1 = Fu,v € Z; au+bv =1 ce

qui implique acu + adv = ¢, donc a(cu + dv) = ¢. Ce qui prouve que alc. B

3.1 Equation du premier ordre

Equation ax + by = c
Il s’agit de résoudre dans Z I’équation ax + by = ¢ d’inconnues x et y, les entiers

a,b et ¢ étant fixés.

Proposition 3.1
Soient (a,b) € Z, pas tous les deux nuls, et ¢ € Z. L’équation ax + by = ¢ a une

solution si, et seulement si, d|c tel que d = pgcd(a,b).

Démonstration

Supposons que 1’équation admette une solution (z,y). Comme d divise a et b, alors
d|(ax 4 by) = c. D’ou le resultat.

Réciproquement, suppoosons que d|c. Ecrivons a = da', b=dbet ¢ = dc tels que
a,b et c €7Z.Onsait quea Ab =1 comme ((a,b) # (0,0) , d # 0) et 'équation est
équivalente & a'z + by = ¢. Comme a' Ab =1, 3 (u,v) € Z? tels que a'u+bv =1
donc a'uc + bvc = ¢ et le couple (x,y) = (uc,vc) est une solution particuliére de
I’équation ax + by = c. B

Remarquons que la connaissance d’une solution particuliére notée (g, 3o) de 'équa-
tion a' z+b'y = ¢ permet la détermination de toutes les autres solutions de I’équation.

En effet, (z,y) est une solution si, et seulement si :
adr+by=c=dazo+byo

Cest-a-dire a’ (x —x0) = v (Yo — )
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Puis que @' AD = 1 cette égalité équivaut, d’aprés le lemme de Gauss a Iexistence

de k € Z tel que :

(x—x0) = kb et (yo—y) = ka'.

L’ensemble des solutions est donc £ = {(zq + kb, 50 — ka'); k € Z}.

Méthode Résolution de I’équation ax + by = ¢
- Si a A b ne divise pas ¢, ’équation n’admet aucune solution.
- Si (a AD)|c, écrire d = a Ab, a = da',b = db'et ¢ = dc'avec a',b et ¢ dans Z.

’équation est équivalente & o'z +by = ¢ .

1. On commence par rechercher une solution particuliére (xg, 1) en exploitant une

relation de Bézout entre a'et b'.

2. Résoudre I’équation en écrivant qu'un couple (z,y) est solution si, et seulement
si, dx+ by =azo+ by, ie, a(x —z0) = b (yo — y). On applique ensuite le
lemme de Gauss (on a a AD = 1) pour conclure que les solutions sont les

couples d’entiers de la forme (xq + kb, yo — ka') avec k € Z.

Exemple 3.1

Résoudre I’équation : 9z + 12y = 3 avec x et y sont des entiers relatifs.
Avant de commencer vérifions s’il y a des solutions : on détermine pged(9,12) = 3,
on peut diviser les trois coefficients de 1’équation par 3 :
9z + 12y =3 < 3x + 4y = 1 Or, pged(3,4) =1

- Solution particuliére de 3z + 4y = 1.

On remarque que (—1,1) est une solution particuliére de cette équation, car
3(—1)+4(1) =1.

- Solution générale de 3x + 4y = 1.

Un couple (z,y) d’entiers est donc solution si, et seulement si :
3x+4y = 3(—1) +4(1), c’est-a-dire 3(x + 1) = 4(—y + 1), alors 3 divise 4(—y + 1), et
comme le pged(3,4) = 1 alors d’apres le théoréme de Gauss, 3 divise —y + 1. Donc il

existe k € Z tel que —y + 1 = 3k.
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Pour tout k € Z, si —y+1 = 3k alors : [3(z+1) = 4(—y+1)] & [3(z+1) = 4 x 3k]
alors x + 1 = 4k. Ce qui implique Vk € Z, x =4k — 1 et y = =3k + 1.
Donc 'ensemble des solutions de 9z + 12y = 3 est {(—1 + 4k, 1 — 3k), k € Z}.

Exemple 3.2
Résoudre dans Z? I’équation 8z + 12y = 2.
On a le pged(8,12) = 4 Or, 4 n’est pas un diviseur de 2 donc I’équation n’admet pas

de solution dans Z2.

Exemple 3.3
Résoudre ’équation : 630z — 1088y = 20 avec z et y des entiers relatifs.
Avant de commencer vérifions s’il y a des solutions on détermine pgcd(630, 1088) = 2.
Comme 20 est un multiple de 2, il y a des solutions, donc on peut poursuivre.
Simplifions I’équation par 2, on obtient : 315x — 544y = 10.
Solution particuliére de 315z — 544y = 10.
On écrit I'algorithme d’Euclide :
544 = 315 + 229
315 = 229 + 86
229 = 2(86) + 57
86 =57+ 29
b7 =29 + 28
29 =28+1
Puis, on va « remonter » pour aboutir a une égalité du type 1 = 315() + 544()
Pour cela, on garde 544 et 315 & chaque fois qu’on les trouve puis on remplace les
autres nombres par 1’égalité « la plus haute » dans I’algorithme.
1=29—-28
=86 — 57 — (57 — 29)
=86 — 2(57) + 29
= 315 — 229 — 2(229 — 2(86)) + 86 — 57
= 315 — 3(229) + 5(86) — 57
= 315 — 3(544 — 315) + 5(315 — 229) — (229 — 2(86))
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= —3(544) + 9(315) — 6(229) + 2(86)

= 9(315) — 3(544) — 6(544 — 315) + 2(315 — 229)

= —9(544) + 17(315) — 2(229)

= —9(544) + 17(315) — 2(544 — 315) = —11(544) + 19(315)
On a donc : 1 = 315(19) — 544(11).
La solution particuliére de 315z — 544y = 1 est donc le couple (19, 11).
Solution particuliére de 315z — 544y = 10.

Puisque 315(19) — 544(11) = 1 alors en multipliant les deux membres par 10, on
obtient : 315(190) —544(110) = 10. Donc une solution particuliére de 315x —544y = 10
est le couple : (xg,yo) = (190, 110)

Solution générale de 315x — 544y = 10.

L’équation est vraie pour la solution particuliére donc : 315z — 544y, = 10
on veut : 315x — 544y = 10. Donc : 315xy — 544y = 315z — 544y, c’est-a-dire
315(zo — =) = 544(yo — y).

Maintenant,

544 divise 315(xy — z). Comme 315 et 544 sont premiers entre eux donc par le
théoréme de Gauss, 544 divise xq — x. Il existe donc k entier relatif tel que :
(xo — z) = 544k ce qui donne : x = 190 — 544k.

On remplace dans I’équation : 315(x¢ — x) = 544(yo — v)
alors, 315(544k) = 544(yo — y) ce qui implique : y = 110 — 315k.

On vérifie que le couple trouvé fonctionne : 315(190—544k) —544(110—315k) = 10.

Les solutions sont donc les couples (190 — 544k, 110 — 315k) avec k entier relatif.

Théoréme 3.3

L’algorithme d’Euclide permet de résoudre les congruences linéaires.

Démonstration
On considére une congruence linéaire de la forme az = c[b], elle a une solution si,
et seulement si, ’équation ax + by = ¢ admet des solutions entiers pour x et y. Cette

congruence est aussi équivaut I’équation [a][z] = [b] dans Z,,. B
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Exemple 3.4

Résoudre des systemes de congruences

x = 1[11]

x = 3[4]

Par définition, il existe u et v entiers relatifs tels que x = 11u + 1 et z = 4v + 3.

On veut résoudre

On doit donc résoudre : 11u + 1 = 4v 4 3 c’est-a-dire 11u — 4v = 2. C’est bien une
équation diophantienne .

- Solution particuliere : (u,v) = (2,5)

- Solution générale :

Ona:u=4k+2etv=11k+5.
Donc z = 11u+ 1 = 11(4k + 2) + 1 = 23 + 44k.

Utilisation du logiciel Xcas

Dans l'application arithmétique Pour obtenir une solution particuliere de ’équa-
tion ax + by = ¢, on utilise I'instruction iabcuv(a, b, ¢). Par exemple pour ’équation
7z + 12y = 1, On entre dans la barre de saisie : iabcuv(7,12,1).
Le résultat affiché est : (=5, 3)
Vérification :

7Tx(=5)+12x3=-35+36=1.

Sinon, Le résultat affiché est : pas de solution, Par exemple ’équation 8z + 12y = 2

n’admet pas de solution.

Remarque 3.1

Pour télécharger Xcas, allez sur le site :

http : | Jwww — fourier.ujf — grenoble.fr/ ~ parisse/install _fr.html

Pour traiter les exemples, il est conseillé d’ouvrir Xcas :
- Sous Windows en installation locale, on clique sur I’icone xcasfr du bureau.
- Sous Linux avec Gnome, on clique sur Xcas du menu Education. Sinon, ouvrir
un terminal et taper xcas &.

- Sur Mag, cliquez sur Xcas dans le menu Applications du Finder.
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Lors de la premiere utilisation, choisissez Xcas lorsqu’on vous demande de choisir une
syntaxe (sauf si vous connaissez le langage Maple). Nous donnons ici seulement le
minimum de l'interface a connaitre pour commencer a programmer. On consultera
plutot le manuel Débuter en calcul formel ou les autres manuels (menu Aide) pour
apprendre a utiliser les fonctionnalités de Xcas en calcul formel, géométrie, tableur,
etc..
Equations a;x;+asXs+.... + a,X,=¢C

Meéme méthode, avec Bézout on a condition nécéssaire et suffisante d’existence
des solutions. Par linéarité on casse le probléme en solution particuliére et solution
homogene.

Pour vraiment résoudre, il faut se ramener au probléme précédent avec deux in-

connues seulement.

3.2 Equations de degré supérieures

Equation de Pythagore : x?>+y?= z°
Soit (x,y, z) une solution en entiers premiers entre eux. Les nombres = et y ne
peuvent étre tous deux impairs sinon z% = 1[4] et y? = 1[4], d’ou 2% = 2[4].
Contrairement au fait que 22 est un carré. On a donc aprés échange éventuel de x
et y : x impair, y pair et z impair.
/ ’ / . ’ ’ ’ .
Posons y = 2y, 2+ x = 2x et 2z —x = 2z ou y,xr et z sont des entiers, car
. /2 o . . / /
Y, 2+ x et z — x sont pairs. On a alors y = z 2z . tout diviseur commun de x et 2
.. i ’ ’ ’ ’ / . .
divisex =2 — 2z et z=2x + 2z, donc = et z sont des entiers premiers entre eux; la

2 oy . /2 / I ,
décomposition en facteurs premiers de y montre que z et z sont des carrés u? et v?

202, y=2w et z=u®+0%

doutz=mu
Naturellement, u et v sont premiers entre eux; sinon x,y et z auraient un facteur

premier commun.

Equation de Fermat : x"+y"= z"( le cas n = 4)
En vue d’étudier le cas n = 4, considérons I’équation diophantienne z* + y* = 22.
Soit (z,y, z) une solution en entiers premiers entre eux (z2,4?, z) est une solution

de I’équation de Pythagore et il existe u et v deux entiers premiers entre eux tels que :
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2?2 =u? — % y? = 2uv et 2z = u? + 0.

(x,v,u) est encore une solution de I’équation de Pythagore et il existe a et b
deux entiers premiers entre eux tel que : x = a? — b?, v = 2ab et u = a® + b d’ou
y? = 4ab(a® + b?). puis que a et b sont premiers entre eux, il en est de méme de a,b et
a® + b%, donc la décomposition en facteurs premiers de y? montre que a, b et a® + b?
sont des carrés, d’ott a = o, b= % et a® + b* =42

En particulier : a*+3* = 42, c’est-a-dire que (e, B,7y) est une solution de I’équation
4yt = 2% Mais v < 7% = u < z = u? + v%. Ainsi, §'il existe une solution (z,y, 2)
en entiers positifs premiers entre eux, il doit exister une autre solution («, 3,7) en
entiers positifs avec v < z.

On peut donc construire une suite (x,, Yy, 2,) de solutions ou la suite (z,) est

2 n’admet donc

strictement décroissante, ce qui est absurde. L’équation z* + y* = 2
aucune solution positive en nombres entiers.
De I’étude ci dessus, il résulte que I’équation de Fermat 2%+ y* = 2% est impossible

en nombres entiers. Il suffit d’écrire 2 + y* = (22)%

Equation : x?>4+2 = y?

Considérons I'anneau A = Z[/—2], sous anneau de C, formé des éléments de la
forme : x + yv/—2, avec 1,y € Z.

Papplication : @ = x + yv/=2 — (z + yv/—2)(z — yv/—2) = 22 + 2y
est un stathme euclidien.

L’application : A— 727

THyy—2+—7T

est un épimorphisme de noyau p = /—2A d’'ou A/p = Z/27Z; 7./27 est un anneau
intégre et donc p est un idéal premier. Puisque I’anneau A est principal, v/—2 est un
¢élément irréductible.

Soit ¢ I'idéal engendré par les éléments z — /—2 et # + /—2. Donc on a bien
T+ vV-2— (- v=2) = 2/-2 € ¢, cest-a-dire (v/—2)% € ¢; ¢ est principal donc

nécessairement de la forme (v/—2)™, (0 < m < 3).
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Sim # 0, 2+ v=2 = (a+by/~2)v/=2 donc = —2b; si (x,y) est un couple
solution de 2% + 2 = ¢, alors 4b? + 2 = y3 d’ou 3> = 2[4], ce qui est impossible, donc
m=0et qg=A.

Ainsi, si (z,y) est un couple solution de 22 + 2 = y?, les éléments x + /—2 et
x — /—2 sont deux éléments étrangers de ’anneau A.

Si o +y+/—2 est un élément inversible de ’anneau A, 22 + 2y = 1 ce qui implique
x=21et y=0donc —1 et 1 sont les seules unités de A.

Soit (z,y) est une solution de 1'équation 2% + 2 = y*. On a la factorisation :

(x + \/—_2)(x —V=2) =142

Puisque A est factoriel, ceci impose que = 4 /—2 est un cube dans A. D’ou :
T+vV=-2=(a+b/-2)3 (a,b€Z),
d’ou r = a® — 6ab?;
1 = (3a® — 2b2)b.
Alors b = +1; 3a® — 2 = £1.
Donc a = £1 et x = £5, puis y = 3.

Remarque 3.2

Cet exemple illustre une technique utilisée pour la premiére fois par Euler en 1770.
Pour résoudre ’équation de Fermat, 23 + 3 = 23, il se raméne & écrire que p? + 3¢>
est un cube, ce qu’il fait en posant p + gv/—3 = (7 + s/—3)3, admettant ainsi que
Z[v/—3] est principal, ce qui inexact. Il est possible que dans la «démonstration» de

son célebre théoréme, Fermat ait commis une erreur de ce type.

Equation de Pell : x>—dy*= +1

Soit d un entier positif non carré. On cherche des solutions en entiers (z,y) de
I’équation 22 — dy? = £1. Encore une fois, on cherche surtout des solutions positives,
les autres étant obtenues en changeant les signes des solutions positives.

Pour d = 2 on a les solutions suivantes de 2% — 2y? = £1

(z,y) = (1,1),(3,2),(7,5), (17,12), (41, 29), (99, 70), ...
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Pour d = 3 on a les solutions suivantes de 2% — 3y? = £1

(2,y) = (2,1), (7,4), (26,15), (97, 56), ...

Pour étudier I’équation de Pell, on travaille avec ’ensemble

ZIVd] = {a+bVd | a,b € Z}

On présente quelques propriétés de cet ensemble. C’est ce qu’on appelle un anneau
commutatif ou plus précisement un sous-anneau commutatif de R.

C’est-a-dire, c’est un sous-ensemble de R contenant 0 et 1 avec les propriétés que les
sommes, produits et opposés de membres de Z[v/d] restent dans Z[v/d|.

Pour les sommes et opposés, cela est assez évident. Pour les produits, on a

(a + bVd)(d' +b'Vd) = (ad' + bb'd) + (abl + ba')Vd

Dans Z[v/d] il y a une opération de conjugaison, définie par :

a+bVd=a—b/d

Cette conjugaison n’est pas la conjugaison complexe car tous ces nombres sont
réels, mais elle a beaucoup des mémes propriétés formelles.

En particulier on a :

(a+bVd) + (a + UVd) = (a+bVd) + (a/ + bV d)

(a +bd)(a' +bVd) = a+bV/d) - (¢ + V)
La somme des conjuguées est la conjuguée de la somme, et idem pour les produits.

Maintenant on définit la norme d’un membre de Z[v/d] comme suite :

N(a+bVd) = (a+bVd)(a+ bVd)

= (a + bVd)(a — bV/d)
= a2 — d? € Z.

La norme d’un membre de Z[v/d] est ainsi toujours un entier relatif.
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Lemme 3.1

Pour (a+ b/d) et (a' +b'\/d) dans Z[\/d] on a

N((a+bVd)(d' +b'Vd)) = N(a+bVd) - N(a' + b'Vd)

Démonstration
On a
N((a+bV/d)(@ +VVd)) = (a+ bVd)(a' +¥Vd) - (a+bVd)(a + V)

= (a+bVd)(a' + V'Vd)(a+ bVd) (a + b'Vd)

= (a + bVd)(a + bVd)(a' + UV d)(a' + b'Vd)
= N(a+bVd)- N(a' +bVd). |

Lemme 3.2

Les solutions (x,y) de ’équation de Pell x*>—dy* = +1 correspondent auz éléments

z +y\Vd de Z[Vd] avec N(x +yvd) =1.
Ces = + yv/d avec N(z 4 yv/d) = 1 ’appellent les unités ou inversibles de Z[/d].

Corollaire 3.1
Le produit de deuz unités de Z[\/d] est une unité. Les puissances d’une unité de

Z[\/d) sont des unités.

Par exemple 1+ /2 est une unité de Z[\/ﬁ] car :

NI+vV2)=(1+V2)1-v2)=1-2=-1

Ses puissances :
(1+v2)?=3+2V2,
(1+v2)? =7+5V2,
(1+V2)* =17+ 12V2, ...
sont aussi des unités. Elles correspondent aux solutions de 1’équation de Pell

x? — 2% = +£1.

36



Similairement 2 + v/3 est une unité de Z[v/3] car N(2 +v/3) = 1.
Ses puissances :

(2+V3)2 =T+4V3,

(2+V3)% =26+ 15V/3,

(2+v3)* = 97 + 564/3, ...

sont aussi des unités. Elles correspondent aux solutions de 1’équation de Pell

x? — 3y? = +£1.
Théoréme 3.4.
Soit d > 2 un entier positif non carré.
(a) Il existe une unité xo + yov/'d de Z[\/d] avec xo > 0 et yo > 0, appelée Vunité

fondamentale, telle que pour toute unité x + yvd de Z[\/E] avec x >0 et y > 0
on a a:o+yo\/3§:c+y\/a.

(b) Les unités x +yv/d de Z[\/d] avec > 0 et y > 0 sont les puissances

positives de l'unité fondamentale o + Yo/ d.

L’unité fondamentale de Z[\/E] est 1+ v/2. Celle de Z[\/g] est 2 + /3. Celle de
Z[\/5] est 2 4+ /5.

3.3 Systéme d’équations diophantiennes linéaires

On pose A € M,, ,(Z) et B € Z™ et on étudie AX = B ou X € Z".

Il est facile de plonger dans Q et de trouver toutes les solutions X € Q™ : c’est
I’ensemble vide ou un sous-espace affine de Q™ de dimension n — rgA. Mais, trouver
les points entiers dans ce sous-espace ne se réduit pas a résoudre séparément chaque

équation. On a un exemple :

r+y=b , x—y=0.

Chaque équation a une infinité de solutions, mais le systéme n’en a que si b est pair.
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L’idée est d’adapter l'algorithme de Gauss en faisant des divisions euclidiennes
plutét que des quotients exacts : ¢’est une méthode classique pour démontrer le théo-

reme de la base adaptée.

1. Second membre nul

On se donne A € Z" et on cherche les X € Z" tels que AX = 0. C’est un sous-
groupe de Z", présenté comme le noyau d’un morphisme de Z-modules. Résoudre ce
systéme, c’est trouver une représentation paramétrique.

On peut encore dire que ca consiste a présenter le sous-groupe comme l'image
d’un (autre) morphisme de Z-modules. Le lemme suivant n’est qu’une reformulation

(d’une étape) du théoreme de la base adaptée.

Lemme 3.3
L’ensemble des X € Z", solutions du systéme homogéne AX = 0, est un sous-

groupe de 7", libre de rang n — rgA, ou le rang de A est calculé dans Q™.

2. Second membre quelconque : résolution éffective

On trouve dans une méthode éffective, variante de 'algorithme de Gauss, qui

permet de trouver P et () inversibles (non uniques), et di|... |d, (uniques) tels que
dy

Q'AP=D,ouD =

En gros, on obtient D & partir de A en faisant des opérations élémentaires sur les
lignes et les colonnes, et P et () gardent la trace de ces manipulations. Mais alors, si

onpose X' =P 'Xet B =Q 'B,ona:

AX =B QDP'X=B< DX =B.
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Si B = (b;) 1t =1,...,n, il y a une solution si, et seulement, si d,-|b; pour 1 < <7,
et dans ce cas, les solutions sont : x; = b; Jd;sil <i<r, et .75; = k;_, quelconque si
1 >r+ 1.

En repassant aux x; via X = PX', on constate que, 8’il n’est pas vide, ’ensemble
des solutions est bien de la forme attendue :"sous-espace affine" sous le noyau de A,

un groupe isomorphe & Z"".
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Conclusion

Les équations diophantiennes sont des équations qui jouent un role trés important
dans I'histoire des mathématiques; c’est la source de la théorie des nombres.

Dans ce mémoire j’ai étudié quelques techniques élémentaires permettent de ré-
soudre certaines de ces équations par exemple équation linéaire du premier ordre,
équations de Pythagore et équation de Fermat...Pour cela j'intéresse a létude des
anneaux particuliers avec des notions et des théorémes sur les anneaux, comme la
notion de la divisibilité, le pged et le ppem, ainsi que l'identité de Bézout, la division
euclidienne et I'algorithme d’Euclide...etc. Et leur principaux résultats pour résoudre

quelques équations diophantiennes.
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